
Volume 11, Número 1, 2026

Tecnia – Revista de Educação, Ciência e Tecnologia do IFG | ISSN: 2526-2130 
v. 11, n. 01, e11015, Jan.-Jun., 2026 
DOI: 10.56762/tecnia.v11i1.2295

1

Fundamentos da radiolocalização por triangulação
Fundamentals of Triangulation-Based Radiolocation

Fundamentos de la Radiolocalización por Triangulación

RAFAEL SARAIVA CAMPOS1

RESUMO

1	 Centro Federal de Educação Tecnológica Celso Suckow da Fonseca (CEFET/RJ). ORCID: https://orcid.org/0000-0001-9852-1362.  
Lattes: http://lattes.cnpq.br/1114838283521313. E-mail: rafael.campos@cefet-rj.br.

Este trabalho apresenta os fundamentos algébricos e geométricos da radiolocalização por triangulação, usando mul-
tilateração e multiangulação. A metodologia envolveu o uso de modelos geométricos básicos e métodos de solução, 
como a linearização por secantes e a aproximação por séries de Taylor, para estimativas de posição em cenários com 
resolução limitada nas medições e sem visada direta entre o transmissor e o receptor. Foram realizadas simulações 
computacionais para avaliar o desempenho de cada método sob diferentes congurações geométricas e condições de 
propagação, destacando as vantagens e limitações de cada técnica. Os resultados indicaram que as multilaterações 
circular e hiperbólica apresentaram boa convergência, embora a precisão do posicionamento dependa de fatores como 
a resolução das medições e a geometria dos nós-âncora.
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ABSTRACT

This work presents the algebraic and geometric fundamentals of triangulation-based radio-location using multi-late-
ration and multi-angulation. The methodology involved the use of basic geometric models and solution methods, such 
as linearization by secants and approximation through Taylor series, for position estimates in scenarios with limited 
measurement resolution and non-line-of-sight conditions between the transmitter and receiver. Computational simu-
lations were performed to evaluate the performance of each method under dierent geometric congurations and pro-
pagation conditions, highlighting the advantages and limitations of each technique. The results indicated that circular 
and hyperbolic multi-lateration exhibited good convergence, although positioning accuracy depends on factors such as 
measurement resolution and anchor node geometry.

Keywords: anchor nodes; target nodes; triangulation; multi-lateration; multi-angulation.

RESUMEN

Este trabajo presenta los fundamentos algebraicos y geométricos de la radio-localización por triangulación mediante 
multi-lateración y multi-angulación. La metodología empleada incluyó el uso de modelos geom étricos básicos y mé-
todos de resolución, como la linealización por secantes y la aproximación por series de Taylor, para estimaciones de 
posición en escenarios con resolución limitada en las mediciones y sin línea de visión entre el transmisor y el receptor. 
Se realizaron simulaciones computacionales para evaluar el rendimiento de cada método bajo diferentes conguracio-
nes geométricas y condiciones de propagación, destacando las ventajas y limitaciones de cada técnica. Los resultados 
indicaron que la multi-lateración circular e hiperbólica presentaron buena convergencia, aunque la precisión del posi-
cionamiento depende de factores como la resolución de las mediciones y la geometría de los nodos ancla.

Palabras-Clave: nodos ancla; nodos objetivo; triangulación; multi-lateración; multi-angulación.
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1	 INTRODUÇÃO

Este artigo reúne e apresenta, de forma rigorosa, os fundamentos matemáticos (algébricos 
e geométricos) da rádiolocalização (RL) por triangulação. Além disso, investiga, por meio de simula-
ções no software MATLAB, o impacto de parâmetros sistêmicos (por exemplo, resolução de medidas 
de tempo e ângulo, número máximo de estações de referência), geométricos (como disposição re-
lativa das estações de referência e do nó-alvo) e ambientais (condições de propagação no rádioe-
nlace em ambientes urbanos densos, urbanos e suburbanos) na acurácia da RL por triangulação. 
Tal esforço justica-se pelo fato de que a triangulação, em suas diferentes formas, está por trás das 
estimativas de posição de uma ampla variedade de sistemas de RL, desde os sistemas globais de 
posicionamento e navegação via satélite – Global Navigation Satellite Systems (GNSS) –, até aplica-
ções georreferenciadas em redes de sensores (kristalina et al., 2016), redes Wi-Fi (Wireless Fidelity) 
(Korogodin; Dneprov; Mikhaylova, 2019), e em redes de telefonia móvel celular (Campos, 2017).

A triangulação, como o nome sugere, emprega propriedades geométricas de triângulos para 
produzir estimativas de posição (Paziewski et al., 2021), e pode ser subdividida em duas categorias, 
dependendo do tipo de medição utilizada para o posicionamento: multilateração, que usa distân-
cias entre nós da rede, e multiangulação, que usa medidas de ângulos de chegada dos sinais.

O desempenho de todos os métodos de RL por triangulação depende fortemente de condi-
ções de propagação em linha de visada – Non Line-Of-Sight (NLOS) –. A ausência de visada direta 
– Non Line-Of-Sight (NLOS) – pode degradar severamente sua acurácia, ou, no caso da multiangu-
lação, tornar impossível o seu uso. A acurácia dos métodos de RL por triangulação também é inti-
mamente relacionada à disposição geométrica relativa dos nós-âncora (os nós de referência, cuja 
posição é conhecida a priori) e do nó-alvo (o nó a ser localizado). Essa relação é mais evidente no 
caso da multiangulação, ou localização por ângulo de chegada – Angle of Arrival (AOA) –, onde os 
nós-âncora e o nó-alvo não podem ser colineares.

A principal contribuição deste trabalho consiste na avaliação, por meio de simulações com-
putacionais no ambiente MATLAB, do impacto de parâmetros geométricos (isto é, da disposição 
relativa dos nós-âncora e do nó-alvo) na acurácia da rádiolocalização por triangulação. Essa abor-
dagem permite investigar de forma quantitativa a inuência desses parâmetros no desempenho 
do posicionamento por multilateração e multiangulação, fornecendo subsídios para o projeto e a 
otimização de sistemas de posicionamento baseados em técnicas de triangulação.
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2	 MULTILATERAÇÃO

Na triangulação por multilateração, a posição do nó-alvo é estimada usando as distâncias 
entre ele e os nós-âncora. Essas distâncias podem ser obtidas a partir do tempo de percurso – 
Time-Of-Flight (TOF) – ou da atenuação de propagação entre o transmissor (Tx) e o receptor (Rx). 
No primeiro caso, a distância é fornecida diretamente pelo produto entre o TOF e a velocidade de 
propagação da luz no vácuo. No segundo caso, adota-se um modelo que expressa a perda de pro-
pagação em função da distância Tx-Rx, tomando-se então a equação da função inversa, ou seja, 
aquela que fornece a distância em função da atenuação de propagação. A multilateração pode ser 
classicada como circular ou hiperbólica, com base no tipo de linha de posição – Line of Position 
(LOP) – empregada. Na multilateração circular, cada nó-âncora é o centro de uma circunferência 
cujo raio é denido pela estimativa de distância até o nó-alvo. Na multilateração hiperbólica, cada 
par de nós-âncora são os focos de uma LOP hiperbólica.

2.1   Multilateração Circular
A multilateração circular emprega LOPs circulares. O raio de cada LOP é dado pela distância 

entre o nó-alvo e cada nó-âncora, calculada a partir do TOF ou das perdas de propagação no per-
curso. O nó-alvo é uma estação móvel cuja posição deve ser determinada. Um nó-âncora é um nó 
estacionário ou móvel da rede, cuja posição verdadeira deve ser conhecida todo o tempo e com o 
máximo grau de acurácia possível. Os nós-âncora são as estações envolvidas no cálculo da posição 
do nó-alvo. Esse cálculo pode ser baseado na rede, quando os nós-âncora usam os sinais transmi-
tidos pelo nó-alvo para estimar sua posição, ou baseado na estação móvel, quando o nó-alvo usa 
os sinais transmitidos pelos nós-âncora para calcular sua própria posição.

O centro de cada LOP está localizado nas coordenadas do nó-âncora correspondente. 
Conforme a Figura 1A ilustra, a interseção de duas LOPs circulares pode conter mais de um ponto. 
Consequentemente, para obter uma estimativa de posição bidimensional (2D) sem ambiguidade, 
pelo menos três nós-âncora são requeridos. No caso tridimensional (3D), como no GPS, um quarto 
nó-âncora faz-se necessário. Para simplicar a apresentação dos fundamentos da RL por triangula-
ção, esta e as subsequentes seções referem-se especicamente ao caso 2D, mas a extensão para o 
caso 3D é direta.

Tipicamente, devido a condições de propagação sem visada direta (NLOS) e a limitações sis-
têmicas, como a resolução nita das medidas de tempo e nível de sinal recebido – Received Signal 
Strength (RSS) – ou a falta de sincronização entre os nós-âncoras e alvo, as LOPs circulares não 
irão interceptar-se em um único ponto, o que signica que o sistema de equações não-lineares, que 

Rafael Saraiva Campos
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representa este problema de localização, não tem solução de forma fechada (closed form). Nesse 
caso, a posição do nó-alvo pode ser fornecida pela solução de mínimos quadrados – Least Squares 
(LS) – do sistema de equações. Porém, como a solução LS de sistemas não-lineares pode ser com-
putacionalmente custosa (SO, 2011), algum tipo de linearização é previamente aplicada, possibili-
tando o uso de LS linear – Linear Least Squares (LLS) – (Yang; Chen; Martin, 2011). Outra alternativa 
é retornar o centroide da região de conança (condence region) formada pela intersecção das LOPs 
como a posição estimada do nó-alvo. A região de conança dene a área do plano onde o nó-alvo 
provavelmente está localizado.

2.1.1   Utilizando medidas de tempo de chegada
O TOF é a duração do percurso do sinal eletromagnético do transmissor até o receptor. 

Também é conhecido como tempo de chegada – Time Of Arrival (TOA) –. O TOA pode ser medido no 
enlace reverso (uplink ), onde o nó-âncora estima o TOF de um sinal transmitido pelo nó-alvo, ou 
no enlace direto(downlink), quando o nó-alvo mede o TOF de um sinal transmitido pelo nó-âncora. 
Em ambos os casos, faz-se necessária sincronização entre os nós-âncora e o nó-alvo. 

Outra abordagem, que dispensa esse requisito, é a obtenção do TOA a partir do tempo de 
ida e volta – Round Trip Time (RTT) – do sinal entre cada nó-âncora e o nó-alvo. Nesse caso, qual-
quer nó pode iniciar a transmissão.

Ao multiplicar o valor de TOA pela velocidade de propagação das ondas eletromagnéticas, 
aproximadamente igual à velocidade da luz no vácuo, isto é, c = 2.998 × 108 m/s, obtém-se uma esti-
mativa da distância entre os nós alvo e âncora. Essa distância é o raio de uma LOP circular centrada 
no nó-âncora. Inicialmente, o nó-alvo pode estar localizado em qualquer ponto ao longo desta LOP. 
Como a Figura 1A mostra, em condições hipotéticas de propagação LOS, e assumindo uma resolução 
innita na medida do TOA, três LOPs circulares interceptar-se-iam em um único ponto, que seria a 
posição estimada do nó-alvo. Em condições NLOS, a intersecção das três LOPs fornece uma região 
de conança, que está hachurada na Figura 1B.
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Figura 1 –  Estimativas de posição usando multilateração circular em condições de propagação 
LOS (A) e NLOS (B). Os triângulos indicam as posições verdadeiras dos nós-âncora. A estrela indica 

o centroide da região de conança. O quadrado mostra a posição estimada do nó-alvo calculada 
usando LLS. O círculo indica a localização verdadeira do nó-alvo.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

A Figura 1A ilustra a geometria de uma multilateração circular em condições de propagação 
LOS, onde as quatro LOPs circulares interceptam-se em um único ponto. Porém, na realidade, mes-
mo em condições LOS, isso não ocorreria, devido à limitada resolução temporal das medidas de 
TOA. Consequentemente, como a Figura 2 mostra, as LOPs circulares são, na verdade, anéis circulares 
com largura cτ , sendo τ a resolução da medida de TOA. Usualmente, τ é aproximadamente igual a 
1/B, sendo B a largura de banda do sinal. Por exemplo, para uma portadora de 20 MHz, tem-se τ 
= 50 ns, o que resultaria em anéis circulares com 15 metros de largura. Neste cenário, mesmo sob 
condições LOS, não existiria um único ponto de intersecção, mas uma região de confiança em que 
o nó-alvo estaria localizado e que seria formada pela sobreposição dos anéis circulares, cujo cen-
troide poderia ser usado com a estimativa de posição do nó-alvo. Quanto maior a largura de banda 
do sinal, menor o valor de τ , e tipicamente melhor a acurácia da multilateração circular.

Rafael Saraiva Campos
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Figura 2 –  LOPs na multilateração circular representadas como anéis circulares de largura cτ . Os 
triângulos indicam as localizações verdadeiras dos nós-âncora. A estrela indica o centroide da 

região de conança. O círculo indica a posição verdadeira do nó-alvo.
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Em condições NLOS e desconsiderando a resolução limitada da medida de TOA (o que é 
uma pressuposição razoável se cτ << d), a estimativa da distância di entre o nó-alvo e o i-ésimo 
nó-âncora é dada por di = c (ti + ni), onde ti é o TOF em condições LOS (ou seja, seguindo uma 
linha reta entre os nós) entre o i-ésimo nó-âncora e o nó-alvo, e ni é o atraso adicional aleatório 
devido às condições de propagação NLOS. Em condições LOS, ni = 0, ∀i, i = 1, . . . , N, onde N é 
o número de nós-âncora.

A equação da circunferência centrada no i-ésimo nó-âncora e com raio di é dada por (x − 
xi)

2 + (y − yi)
2 = d2

i, onde (xi, yi) são as coordenadas 2D do i-ésimo nó-âncora. Para obter uma 
estimativa de posição do nó-alvo, pelo menos três nós-âncora são requeridos. Para o caso geral, 
que a Figura 1B ilustra, com N ≥ 3, obtém-se o sistema de equações não-lineares:

Devido à propagação NLOS, este sistema de equações não tem solução de forma fechada 
(closed form). Após a linearização, pode-se encontrar uma solução LLS. Algumas das alternativas 
para a linearização são expansão em séries de Taylor (truncadas após o termo linear) ou o uso de 

^

^
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linhas secantes. Porém, a linearização usando linhas secantes é mais simples e usualmente provê 
maior acurácia (Caffery, 2000).

A linearização usando linhas secantes baseia-se num princípio geométrico simples. Duas 
LOPs circulares podem se interceptar em dois pontos, que denem uma reta secante a ambos os 
círculos. A primeira equação do sistema não-linear da Eq. (1) é subtraída de todas as demais equa-
ções do sistema. Após alguma manipulação algébrica, obtém-se o sistema a seguir, com (N − 1) 
equações lineares, onde a j-ésima equação, j = 1, 2, . . . , (N − 1), representa a equação da secante 
denida pela interseção da primeira e da (j + 1)-ésima LOPs circulares.

Três nós-âncora produzem duas linhas secantes que interceptam-se em um único ponto, 
mesmo em condições de propagação NLOS, como a Figura 3A indica. A utilização do TOA de mais de 
três nós-âncora pode aumentar a acurácia do posicionamento, porém, para N > 3, o sistema de 
equações lineares resultante é sobre-determinado, uma vez que ele tem mais de duas equações 
linearmente independentes, mas apenas duas variáveis. Sistemas sobre-determinados não têm 
uma solução de forma fechada e, nesse caso, como a Figura 3B mostra, as linhas secantes não se 
interceptam em um ponto único, denindo então uma região de conança para o posicionamento. 

Figura 3 –  Linearização usando linhas secantes com N = 3 (A) e N = 4 (B), ambas em condições 
NLOS.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Rafael Saraiva Campos
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A estimativa de posição do nó-alvo pode ser dada pelo centroide dessa região, ou pela so-
lução LLS do sistema de equações lineares denido na Eq. (2). A solução LLS é dada por:

onde

O desempenho de métodos TOA em condições NLOS pode ser avaliado por simulações 
computacionais. Para tal, faz-se necessário modelar estatisticamente o atraso adicional devido 
à propagação NLOS. Considerando o cenário de uma rede de telefonia móvel celular, a comunica-
ção full-duplex é implementada por duplexação por divisão de frequência – Frequency Division 
Multiplexing (FDD) –, onde utilizam-se faixas de frequência distintas para transmissão e recepção 
simultâneas de dados. Nas redes celulares, a separação entre as frequências dos enlaces dire-
to (downlink) e reverso (uplink) é sucientemente grande (maior ou igual a 45 MHz) para que se 
possa assumir independência entre os múltiplos percursos de propagação nos dois enlaces, para 
qualquer posição do nó-alvo. Assim, os valores médios dos atrasos de propagação dos múltiplos 
percursos no downlink (τm,d) e uplink (τm,u) podem ser tratados como variáveis aleatórias inde-
pendentes (Campos; Lovisolo, 2009). Seus valores são sempre positivos, uma vez que a propagação 
NLOS sempre resulta em uma bias positivo na estimativa de TOA. Em ambos os enlaces, o atraso 
médio τm pode ser modelado como uma variável aleatória com distribuição log-normal, isto é:

onde k é a constante de proporcionalidade entre τm e τrms, que é a raiz média quadrática – Root 
Mean Square (RMS) – do atraso adicional de propagação, T0 é o valor médio de τrms para D=1 km, D 
é a distância em quilômetros entre os nós alvo e de referência, e ϵ é uma constante. X é uma variá-
vel aleatória com distribuição log-normal a uma distância D, de tal modo que ln (X) tem distribuição 
normal com média zero e desvio padrão σ. Os valores de T0, k, ϵ e σ dependem do tipo de ambiente 
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de propagação (Yangseok; Heungryeol; Chungyong, 2001). Para um conjunto de n observações (isto 
é, componentes de multipercurso recebidas),

onde αi e τi são a amplitude e atraso da i-ésima componente de multipercurso, e Pt é a potência 
total do perl de atraso, dada por

O parâmetro τa é o momento de primeira ordem dos atrasos de multipercurso, dado por

Se o TOA é medido no enlace direto ou reverso, então a Eq. (5) pode ser aplicada diretamente na 
modelagem do atraso adicional NLOS. Se o TOA é obtido a partir de medidas de RTT, então o atraso 
médio adicional pode ser dado por (Campos; Lovisolo, 2009):

onde τm,d e τm,u são os atrasos médios adicionais no downlink e uplink, respectivamente e Xd e 
Xu são variáveis aleatórias log-normais independentes a uma distância di, ambas como média zero 
e desvio padrão σ. 

As Figuras 4 e 5 ilustram os mapas de erro médio de localização em condições NLOS para 
dois conjuntos de nós-âncora. Na Figura 4, os nós-âncora ocupam os vértices de um triângulo equi-
látero, enquanto na Figura 5 eles são quase colineares. Cada mapa representa uma região de 500 
× 500 m2, com resolução de 10 metros. Para construção do mapa, posicionou-se o nó-alvo sobre 
cada pixel, calculando-se então o erro médio de 10 estimativas de posição (logo, para cada mapa 
foi calculado um total de 50×50×10 = 25000 estimativas de posição). O atraso adicional NLOS foi 
modelado usando a Eq. (9) com k = 0.5, T0 = 0.28 μs, σ = 2 dB, ϵ = 0.5. A localização retornada pelo 
método é o centroide da região de conança delimitada pela interseção das LOPs circulares.

Rafael Saraiva Campos
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Figura 4 –  Mapa de erro médio do posicionamento TOA usando o centroide da região de conança. 
Os nós-âncora (triângulos) estão dispostos formando um triângulo equilátero.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Figura 5 –  Mapa de erro médio do posicionamento TOA usando o centroide da região de conança. 
Os nós-âncora (triângulos) são aproximadamente colineares.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

As Figuras 4 e 5 mostram que o erro médio de localização é menor quando o nó-alvo está 
situado dentro do polígono convexo formado pelos nós-âncora. No segundo mapa, onde os nós-
-âncora são aproximadamente colineares, isto signica que o erro é menor ao longo reta de melhor 
ajuste das posições dos nós-âncora. Em ambos os casos, quanto maior a distância entre o nó-alvo 
e os nós-âncora, maior o erro de localização. Ou seja, a acurácia do posicionamento TOA depende 
da disposição geográca relativa dos nós (alvo e âncoras), e será degradada em áreas com baixa 
densidade de nós-âncora.
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2.1.2. Usando Medidas de Nível de Sinal Recebido
Se a potência média da estação transmissora é aproximadamente constante, e se o RSS pode 

ser medido na estação receptora, então é possível estimar a distância entre as estações a partir da 
atenuação de propagação no rádio-enlace. Para tal, a perda de propagação deve ser expressa como 
uma função f da distância. Uma vez denida f, a distância entre o transmissor e o receptor pode ser 
calculada pela função inversa g = f −1, que fornece a distância em função da perda de propagação. 

O ponto de partida é a equação de balanço de potência do enlace (link power budget) entre 
o i-ésimo nó-âncora e o nó-alvo, que é denida na escala logarítmica por

onde Pt,i é a potência (dBm) de transmissão do i-ésimo nó-âncora; Lt,i e Lr,i são as perdas (dB) 
no transmissor e receptor, respectivamente; Gt,θ,ϕ,i e Gr,(θ±π),(ϕ±π),i são os ganhos (dB) das antenas 
transmissora e receptora, respectivamente, na direção especicada pelo ângulo horizontal θ e pelo 
ângulo vertical ϕ, conforme ilustrado pela Figura 6. 

Figura 6 –  Ângulos (A) horizontal (ângulo θ, plano xy) e (B) vertical (ângulo ϕ, plano xz) denindo os 
percursos 3D LOS conectando dois nós.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Os valores de Gt,θ,ϕ,i e Gr,(θ±π),(ϕ±π),i dependem dos diagramas de radiação das antenas. Lp,i é 
a atenuação (dB) de propagação entre o i-ésimo nó-âncora e o nó-alvo. Isolando o termo da perda 
de propagação, obtém-se
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Em seguida, é necessário denir um modelo matemático de propagação que expresse Lp,i 
como uma função f da distância di entre o nó-alvo e o i-ésimo nó-âncora. A inversa desta função, 
g = f −1, fornece a distância di em função da perda de propagação Lp,i, ou seja, di = g (Lp,i) = f−1 

(Lp,i). Um dos mais simples modelos de propagação é o modelo de perda log-normal (Lee; Buehrer, 
2011), denido por

onde Ld0 é a atenuação de propagação, a uma distância de referência d0 do transmissor, e n é o ex-
poente da perda de propagação. O termo χσ é revelado a partir de uma distribuição Gaussiana, com 
média nula e desvio padrão σ (Fan; Du, 2022), e representa a perda randômica por sombreamento, 
devido à presença de obstáculos ao longo do rádioenlace.

A equação do modelo log-normal expressa a perda média de propagação em função da dis-
tância. Para obter sua inversa, basta isolar o termo da distância. Tem-se então a estimativa para a 
distância Tx-Rx dada por

A distância de referência d0 e o expoente de perda de propagação n podem ser empiricamente 
ajustados para diferentes frequências de transmissão e ambientes de propagação (Stüber, 2017).

O modelo de propagação empírico de Okumura-Hata é um dos mais amplamente em-
pregados para predição de rádiopropagação em enlaces ponto-área nas bandas VHF (Very- High 
Frequency) e UHF (Ultra-High Frequency) em ambientes urbanos e suburbanos (Hata, 1980). A perda 
média de propagação deste modelo para ambientes urbanos é dada por

(14)

onde f é a frequência central da portadora (150 ≤ f ≤ 1500 MHz), hm e hb são as alturas efetivas 
das antenas da estação móvel e da estação rádio-base, respectivamente (1 ≤ hm ≤ 10 m; 30 ≤ 
hb ≤ 200 m); a (hm) é o fator de correção para hm, que é zero para hm = 1.5 metros. Isolando o 
termo di e assumindo hm = 1.5 metros, obtém-se:

Uma vez estimadas as distâncias di, i = 1, 2, . . . ,N, um sistema de equações não-lineares como o da 
Eq. (1) é obtido. Sua solução numérica aproximada pode ser obtida do mesmo modo que no posi-
cionamento TOA, utilizando a solução LLS dada pela Eq. (3).

^

^
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A multilateração circular baseada em RSS tem a vantagem de não requerer sincronização 
entre os nós-âncora e o nó-alvo, como é o caso no posicionamento TOA. Porém, estimar de modo 
preciso a perda de propagação no enlace, mesmo quando um modelo empírico cuidadosamente 
calibrado é empregado, é difícil, pois, como a posição do nó- alvo não é conhecida a priori, não é 
possível saber os valores dos ângulos θ e ϕ (ver Figura 6). Consequentemente, não é possível cal-
cular a potência isotrópica efetivamente irradiada – Effective Isotropic Radiated Power (EIRP) – pela 
antena transmissora na direção do nó-alvo, que é denida por EIRP = Pt,i − Lt,i + Gt,θ,ϕ,i. Note-se que 
a denição da EIRP envolve os 3 primeiros termos da Eq. (10). Essa imprecisão intrínseca no cálculo 
da EIRP na direção de interesse reetir-se-á no cálculo da atenuação de propagação, o que por sua 
vez resultará em degradação da acurácia do posicionamento baseada nas medidas de RSS. Além 
disso, os obstáculos eventualmente bloqueando a linha de visada direta entre o nó-alvo e o nó-ân-
cora também não podem ser conhecidos a priori, pois a posição do nó-alvo não é conhecida. Tais 
obstruções introduzem perdas adicionais de propagação, o que resultará em uma super-estimação 
da distância entre os nós transmissor e receptor. Essas limitações (isto é, o desconhecimento da 
EIRP na direção do nó-alvo e dos obstáculos no percurso de visada direta entre o nó-âncora e o 
nó-alvo) resultam em grandes erros de localização quando utilizando a multilateração circular ba-
seada em RSS, exceto em ambientes bem controlados (Vallet et al., 2013).

2.2   Multilateração Hiperbólica
A multilateração hiperbólica é um tipo de localização por diferença de distância – Range 

Difference Location (RDL) –. Nela, a diferença de tempo de chegada – Time Difference of Arrival 
(TDOA) – entre os sinais de dois nós-âncora, recebidos no nó-alvo, multiplicada pela velocidade de 
propagação das ondas de rádio, fornece a diferença das distâncias entre o nó-alvo e cada um dos 
dois nós-âncora. Essa diferença dene uma LOP hiperbólica cujos focos estão localizados nos dois 
nós-âncora. A estimativa de posição do nó-alvo é obtida pela interseção das LOPs hiperbólicas. No 
entanto, duas hipérboles podem se interceptar em dois pontos distintos, sendo portanto necessá-
ria uma terceira hipérbole para fornecer uma estimativa não ambígua. Como cada par de nós-ânco-
ra gera uma hipérbole, são necessárias pelo menos quatro estações de referência.

A multilateração hiperbólica, ou posicionamento TDOA, apresenta uma vantagem em re-
lação aos sistemas baseados em TOA, pois não exige sincronização rigorosa entre o nó-alvo e os 
nós-âncora. A sincronização é necessária apenas entre as estações âncora envolvidas na determi-
nação da posição. O TDOA é um dos métodos de posicionamento suportados por redes celulares de 
terceira geração (3GPP, 2001), além de ser usada na rede terrestre eLORAN (Enhanced Long-Range 
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Navigation), que é um sistema de navegação que emprega uma rede de transmissores de baixa fre-
quência (90 a 110 KHz) e que serve como backup para sistemas GNSS (Yang et al., 2025).

A Figura 7A apresenta três nós-âncora e duas hipérboles (LOP12 e LOP13). Os nós-âncora 1 
e 2 estão situados nos focos da primeira hipérbole (LOP12), enquanto os nós 1 e 3 estão nos focos 
da segunda (LOP13). Uma terceira hipérbole é denida pelos nós 2 e 3. A Figura 7B ilustra o efeito da 
resolução nita das medições de TDOA: as LOPs hiperbólicas tornam-se regiões hiperbólicas. A es-
timativa da posição do nó-alvo pode ser obtida pelo centroide da região de conança formada pela 
interseção das duas regiões hiperbólicas.

Figura 7 –   Multilateração hiperbólica, considerando resolução temporal (A) innita e (B) - nita. 
Os triângulos indicam as coordenadas (ground-truth) dos nós-âncora. O círculo indica a posição 

estimada do nó-alvo.
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

O TDOA pode ser medido no uplink ou no downlink. Para simplicar a exposição, considerar-se-á 
somente a última alternativa. Porém, o procedimento para as medições no uplink é análogo. Seja Δtij 

o TDOA, medido em condições LOS no nó-alvo, entre os sinais do i-ésimo e j-ésimo nós-âncora,  
i ≠ j; i, j = 1, . . . , N, esse N é o número de nós-âncora. Seja di a distância estimada (em condições 
NLOS) entre o nó-alvo e o i-ésimo nó-âncora, desconsiderando a resolução finita das medidas de 
TDOA, tem-se Δrk = (di − dj) = c (Δtij + nij), onde c é a velocidade da luz no espaço livre, nij 
é o ruído aditivo na medida de Δtij (isto é, o atraso adicional devido à propagação NLOS), e k = 1, 
. . . , M, onde M é o número de LOPs hiperbólicas. Note-se que, como cada par de nós-âncora dene 
uma hipérbole, esse número é igual à quantidade de combinações de N elementos tomados 2 a 2. 
A matriz M × 1 de diferenças de distâncias é denida por:

^

^ ^ ^



Tecnia – Revista de Educação, Ciência e Tecnologia do IFG | ISSN: 2526-2130 
v. 11, n. 01, e11015, Jan.-Jun., 2026 
DOI: 10.56762/tecnia.v11i1.2295

15

onde ΔT é a matriz de valores de TDOA em condições LOS, dada por: 

e N = c [n12 n13 . . . n1M n23 . . . n(M−1)M]T é a matriz dos erros nas estimativas de distância 
devido ao atraso adicional introduzido pelas condições de propagação NLOS. 

A equação da hipérbole cujos focos estão situados no i-ésimo e j-ésimo nós-âncora,  

 
são as coordenadas ground-truth da i-ésima e j-ésima estações de referência, e S = [x y]T são as 
coordenadas ground-truth do nó-alvo. Para uma localização nãoambígua, pelo menos 4 nós-âncora 
são requeridos. Para o caso geral, com N ≥ 4, obtém-se o sistema de equações não-lineares:

onde

Substituindo a Eq. (18) na Eq. (16), e isolando o vetor de erro, obtém-se:
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Devido às condições de propagação sem linha de visada, o sistema de equações da Eq. (18) 
não tem solução exata, ou seja, as hipérboles não se interceptam em um único ponto. Nesse caso, 
a posição do nó-alvo pode ser estimada pela solução LS do sistema não-linear. A solução LS S = 
[x y]T é aquela que minimiza o erro quadrático NTN, isto é:

Há diferentes abordagens para a solução deste problema. Gustafsson e Gunnarsson (2003) 
aplicam um método de posicionamento baseado em simulação de Monte Carlo e um algoritmo de 
busca por gradiente, formulado no contexto de LS não-lineares, ao problema de localização basea-
da em TDOA. Porém, como indicado na Seção 2.1, a solução LS não-linear pode ser computacional-
mente custosa. Assim, alguma forma de linearização do sistema da Eq. (18) é desejável. 

A linearização pelo uso de linhas secantes usada na Seção 2.1.1 para o posicionamento ba-
seado em TOA não é aplicável nesse caso. Assim, a linearização será implementada através da 
expansão em Séries de Taylor (Buehrer; Venkatesh, 2011). Esse é um método iterativo, que requer 
uma estimativa inicial S0 = [x0 y0] para a posição do nó-alvo. Cada equação é linearizada após a 
eliminação dos termos não-lineares da série. A expansão em Série de Taylor, da função Fk (S), k = 
1, 2, . . . , M, após a eliminação dos termos não-lineares e usando a estimativa inicial S0, é dada por:

obtém-se então uma aproximação linear para o vetor F, dada por:

onde a matriz HM×2 é denida por:

Substituindo a Eq. (23) na Eq. (20), obtém-se:

^

^ ^

^ ^^

^
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onde o primeiro termo

é função da estimativa inicial S0 e de ΔR. O vetor N pode então ser expresso por:

Substituindo a Eq. (27) na Eq. (21), obtém-se:

A solução LLS da Eq. (28) é dada por:

Substituindo a Eq. (26) na Eq. (29), tem-se:

Então, da estimativa inicial S0 obtém-se outra estimativa S, que, se o processo iterativo for con-
vergente (como ilustrado na Figura 8), estará mais próxima da solução ótima do problema de minimização. 

^ ^

^ ^
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Figura 8 –   Multilateração hiperbólica usando LLS com linearização por Série de Taylor: a gura 
mostra a convergência do método iterativo para três estimativas iniciais de posição (x). As 

soluções são indicadas pelos círculos brancos. As coordenadas verdadeiras (ground-truth) dos 
nós-âncora são indicadas por triângulos negros, e do nó-alvo por um círculo negro. O atraso 

adicional NLOS foi calculado usando a Eq. (9) com parâmetros k = 0.5, T0 = 0.28 μs, σ = 2 dB, ϵ = 0.5.
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Este processo iterativo pode ser descrito por:

A solução LLS com linearização por Série de Taylor tem uma complexidade computacional 
inferior àquela de abordagens LS não-lineares (Lee; Buehrer, 2011), porém, por ser um processo 
iterativo, requer uma estimativa inicial para a localização do nó-alvo. A Figura 9 traz uma análise da 
convergência desse processo, para três diferentes disposições geométricas dos nós-âncora (triân-
gulos brancos): irregular (A,B), aproximadamente colinear (C,D), e formando um quadrado (E,F). Para 
construção do mapa, selecionou-se uma posição (ground-truth) para o nó-alvo (círculo branco) 
dentro (A,C,E) e fora (B,D,F) do polígono convexo formado pelos nós-âncora. Cada mapa representa 
uma região de 500 × 500 m2, com resolução de 1 metro, e foi construído assumindo o i-ésimo pixel, 
i = 1, . . . , 250000, como a estimativa inicial para o método iterativo, calculando então o erro médio 
de 10 estimativas de posição, modelando o atraso adicional NLOS em cada uma delas como uma va-
riável aleatória, segundo a Eq. (9), com k = 0.5, T0 = 0.28 μs, σ = 2 dB, ϵ = 0.5. A convergência depende 
da geometria do problema, e uma estimativa inicial que leva à convergência numa conguração, não 
necessariamente terá o mesmo resultado em outra. Porém, os mapas de convergência indicam que, 
independentemente das localizações verdadeiras relativas dos nós-âncora e alvo, se o centroide do 
polígono convexo formado pelos nós-âncora for usado como estimativa inicial para a localização 
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do nó-alvo, o processo iterativo irá convergir. Mesmo que não se possa armar que isso se vericará 
para qualquer conguração geométrica dos nós, os resultados ilustrados pela Figura 9 sugerem que 
essa será uma boa estimativa inicial. 

Figura 9 –  Análise da convergência do método LLS, com linearização por Série de Taylor, para a 
localização por multilateração hiperbólica. Os pixels escuros indicam as coordenadas S0 = (x0, y0), 
x0 ∈ [1, 2, 3, . . . , 500] e y0 ∈ [1, 2, 3, . . . , 500], que, quando usadas como estimativas iniciais de 
posição para o nó-alvo, resultam em convergência do método iterativo para a posição verdadeira 
(ou sua vizinhança) do nó-alvo. Fora dessa região de convergência, o erro nal de localização e é 

muito alto, sendo por isso representado na escola logarítmica, ou seja, 10 log10 e (m)
Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

As Figuras 10 e 11 trazem os mapas de erro da localização TDOA em condições NLOS para 
duas congurações geométricas distintas dos nós-âncora. Esses mapas foram construídos sobre a 
mesma região, com a mesma resolução, e usando os mesmos parâmetros para a modelagem esta-
tística do atraso adicional NLOS que os mapas das Figuras 4 e 5. Na Figura 10, os nós-âncora formam 
um quadrado. Na Figura 11, os nós-âncora são colineares. As estimativas de posição foram produzi-
das usando LLS com linearização por Série de Taylor, sempre adotando como estimativa inicial do 
processo iterativo o centroide do polígono convexo formado pelos nós-âncora.
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Figura 10 –  Mapa de erro do posicionamento TDOA usando LLS com linearização por série de 
Taylor. Os nós-âncora (triângulos brancos) ocupam os vértices de um quadrado.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

Figura 11 –  Mapa de erro do posicionamento TDOA usando LLS com linearização por série de 
Taylor. Os nós-âncora (triângulos brancos) são colineares.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

As Figuras 10 e 11 mostram que o erro médio de localização é menor quando o nó- alvo está 
situado no interior do polígono convexo formado pelos nós-âncora. No segundo mapa, onde os 
nós-âncora são dispostos linearmente, isso signica que o erro será menor ao longo da reta, conec-
tando os nós-âncora. Em ambos os casos, quanto maior a distância entre o nó-alvo e os nós-ânco-
ra, maior o erro médio de posicionamento. Consequentemente, o posicionamento TDOA terá pior 
desempenho em áreas com baixa densidade de estações de referência, especialmente se o nó-alvo 
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estiver situado fora do polígono convexo formado pelos nós-âncora. Note-se que essas conclusões 
são análogas àquelas alcançadas na Seção 2.1.

3	 MULTIANGULAÇÃO

O posicionamento por multiangulação emprega medidas de AOA para estimar a posição do 
nó-alvo. Com os ângulos em relação a duas estações âncora, a localização do nó-alvo é dada pela 
interseção das LOPs lineares – Linear LOPs (LLOPs) – conectando o nó-alvo a cada nó-âncora. A 
Figura 12A ilustra a geometria do posicionamento AOA. 

Figura 12 –  Multiangulação em condições LOS com resolução angular: (A) innita as LLOPs 
interceptam-se em um único ponto, que é a posição verdadeira do nó-alvo; (B) - nita o círculo 

negro indica a posição verdadeira, e a estrela branca a posição estimada do nó-alvo (centroide da 
região de conança). Os triângulos negros indicam as posições verdadeiras dos nós-âncora.

Fonte: Elaborado pelo autor (2025).

O sinal do nó-alvo é recebido pelos dois nós-âncora com ângulos ϕ1 e ϕ2. As coordenadas 
verdadeiras dos nós-âncora são (x1, y1) e (x2, y2). Em condições de propagação LOS, as coordena-
das estimadas do nó-alvo (x, y) são dadas por:

onde x1, x2, y1, y2 estão em metros e θ1, θ2 em radianos. Uma estimativa de posição AOA não é 
possível se os dois nós-âncora e o nó-alvo forem colineares. Nesse caso, tan θ1 = tan θ2 = 0, e 
os denominadores de ambos os termos na Eq. (32) são nulos.

Como ilustrado pela Figura 12A, em condições LOS, as LLOPs interceptam-se em um único 
ponto e a Eq. (32) pode ser usada para cada par de nós-âncora. Porém, mesmo em condições LOS, 

^ ^
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a resolução angular nita das medidas de AOA deve ser levada em consideração. Nesse cenário, as 
LLOPs não se interceptam em um único ponto. Ao invés de linhas, cada medida de AOA dene uma 
seção angular. A Figura 12B representa essa situação em que a interseção dessas seções angulares 
produz uma região de conança, cujo centroide é tomado como estimativa da posição do nó-alvo.

Sistemas de localização e navegação baseado em multiangulação, como, o VOR (VHF 
Omnidirectional Range), assumem condições LOS para operar (Bensky, 2016). De fato, esse método 
não é utilizável, a menos que haja pelo menos uma componente de visada direta. Em condições 
NLOS, obstáculos atenuam a componente LOS e geram componentes de múltiplo percurso, efeitos 
esse que afetam severamente o funcionamento de sistemas de localização baseados em AOA. Nas 
situações em que a medida de AOA é realizada no uplink, reexões em obstáculos mais próximos dos 
nós-âncora têm um efeito mais nocivo que aqueles próximos ao nó-alvo, pois causam maior espa-
lhamento angular na recepção. Esse cenário é típico de microcélulas de redes celulares em ambien-
tes urbanos, onde as antenas das estações rádio-base (nós-âncora) situam-se tipicamente abaixo 
da altura média dos obstáculos circunvizinhos (as edicações). Se o modelo proposto em (Panwar; 
Babu, 2023) for aplicado nessa situação, o valor de AOA em cada nó-âncora será uma variável alea-
tória uniformemente distribuída no intervalo [0 − 2π], tornando inviável o uso de posicionamento 
baseado em AOA (Xhafa et al., 2022).

4	 CONCLUSÃO

Este artigo apresentou uma análise abrangente dos fundamentos algébricos e geométricos 
da rádiolocalização baseada em triangulação, com ênfase nas técnicas de multilateração e multian-
gulação. A principal contribuição deste estudo consiste na avaliação sistemática, por meio de si-
mulações computacionais realizadas no ambiente MATLAB, do impacto de parâmetros geométricos 
(especialmente a disposição relativa entre nós-âncora e nó-alvo) sobre a acurácia das estimativas 
de posição. Os resultados mostraram que a geometria do arranjo exerce inuência determinante 
no desempenho da localização, sendo observada maior precisão quando o nó-alvo se encontra 
dentro do polígono convexo formado pelos nós-âncora. Além disso, vericou-se que a degradação 
de desempenho é acentuada em cenários NLOS e em regiões com baixa densidade de estações de 
referência. O trabalho também evidenciou a importância de se adotar estimativas iniciais adequa-
das em métodos iterativos de solução, onde a utilização do centroide do polígono formado pelos 
nós-âncora mostrou-se uma escolha ideal para inicialização.

Como perspectivas futuras, recomenda-se estender a análise para ambientes tridimensio-
nais e avaliar o desempenho dos métodos sob diferentes modelos estatísticos de propagação e 
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níveis de ruído. Além disso, os resultados obtidos podem ser aplicados ao projeto e à otimização 
de sistemas de posicionamento em redes sem o, redes de sensores e infraestruturas 5G, contri-
buindo para o aprimoramento de técnicas de geolocalização em contextos urbanos e industriais 
complexos.
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